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Ⅰ　まえがき

　位相構造と代数構造は，現代数学を支える大
きな２本の柱である。その両面を兼ね備えた位
相代数系，とりわけ位相群１），２）はリー群３），４）

の基盤をなすだけでなく，数学の各方面や理論
物理学などにおいても重要な概念となっている。
　Zadeh ５）によって提唱されたファジィ集合の
概念は，Goguen ６）によって L -ファジィ集合
へと拡張され，数学的に定式化し得る概念とな
った。その後，ファジィ位相空間７），８），ファ
ジィ群９），10），ファジィ位相群 11）などの概念が
提案された。
　本稿では，ファジィ位相空間およびファジィ
群についての概観を与え，L -ファジィ集合と
してのファジィ位相群の諸性質を明確にするこ
とを目的としている。ファジィ位相群の間の準
同形や商ファジィ位相群の性質が，ファジィ集
合による誘導ファジィ位相の観点から明らかに
なるであろう。

Ⅱ　ファジィ位相空間と部分空間

　本論文で取り扱うファジィ集合とは，L -フ
ァジィ集合６）のことであり，Lを完備分配束と
するとき，集合 X上の L -ファジィ集合 Aと
は，
　　A：X→ L

　 　 ∈
 x　
→　 ∈ 　

A(x)
　

という関数のことである。ここで，命題 Pの
真理値を［［P］］( ∈ L)と表せば，L -ファジィ集

合 Aを
　　［［x ∈ A］］＝ A(x)　　　( ∀ x ∈ X )

として特徴づけることができる。
　完備分配束 Lの例としては，単位区間 I＝
［0, 1］，Iと Iの直積 I × I，あるいは，正規凸
なファジィグレード ( ∈ I I )の全体 12）などが考
えられる。
　以下，L -ファジィ集合のことを単にファジ
ィ集合と呼ぶことにし，公理的集合論 13）の観
点から，集合 X上のファジィ集合全体のクラ
スを L ( X )と表すことにする。
［定義 2.1］　定値ファジィ集合 kc( ∈ L ( X ))を
　　kc(x)＝ c( ∈ L )　　( ∀ x ∈ X )

と定義する。ここで，
　　k1＝ X， 　k0＝φ
であり，１と０はそれぞれ Lにおける最大元
と最小元とする。
［定義 2.2］　集合 Xから集合 Yへの写像
　　f：X→ Y

に対し，B( ∈ L ( Y ))の逆像 f -1［ B ］を
　　f -1［ B ］(x)＝ B( f (x))　( ∀ x ∈ X )

で定義し，A( ∈ L ( X ))の像 f ［ A ］を
　　

f ［ A ］( y )＝

⎧
―
―

︸
―

⎩



z ∈ f -1( y)

A(z) ( f -1( y) =φ) 

　　　　　　　　 

　　　　　　　　　　0 ( f -1( y)＝φ) 

 ( ∀ y ∈ Y )

で定義する。ただし，
　　f -1( y)＝ { x | f (x)＝ y }

とする。
　ファジィ位相空間は以下のように定義され
る７），８）。
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［定義 2.3］　集合 X上のファジィ位相とは，次
の条件を満たす X上のファジィ集合の族 T の
ことである。
　ⅰ　∀ c ∈ L，kc ∈ T
　ⅱ　A，B ∈ T  ⇒  A ∩ B ∈ T
　ⅲ　Aj ∈ T ( j ∈ J )⇒



j ∈ J

Aj ∈ T

このとき，( X, T  )をファジィ位相空間と呼
び，Tの要素を開ファジィ集合と呼ぶ。
［定義 2.4］　A ∈ L ( X )，Tを X上のファジィ
位相とするとき，Aによる誘導ファジィ位相
TAとは
　　TA＝ { Uj ∩ A | Uj ∈ T ( j ∈ J )}

のことであり，( A, TA )を ( X, T  )のファジ
ィ部分空間と呼ぶ。
［定義 2.5］　２つのファジィ位相空間 ( X, T  )，
(Y, U )に対し，写像
　　f：( X, T  )→ ( Y, U  )
がファジィ連続であるとは，
　　∀ V ∈U，f -1［ V ］∈ T
を満たす場合をいう。また，写像
　　f：( X, T  )→ ( Y, U  )
がファジィ開であるとは，
　　∀ U ∈ T，f ［ U ］∈U
を満たす場合をいう。
［定義 2.5′］　( A, TA ), ( B, U B ) をそれぞれ
( X, T )，( Y, U  )のファジィ部分空間とする
とき，写像
　　f：( A, TA )→ ( B, U B )

が相対ファジィ連続であるとは，
　　∀ V ′∈U B，f -1［V ′］∩ A ∈ TA

を満たす場合をいう。また，写像
　　f：( A, TA )→ ( B, U B )

が相対ファジィ開であるとは，
　　∀ U ′∈ TA，f ［U ′］∩ B ∈U B

を満たす場合をいう。
［命題 2.1］　( A, TA ), ( B, U B )をそ れ ぞ れ
( X, T )，(Y, U )のファジィ部分空間とし，写像
　　f：( X, T  )→ ( Y, U )
がファジィ連続であるとする。このとき，
　　f ［ A ］⊂ B

であれば，写像
　　f：( A, TA )→ ( B, U B )

は相対ファジィ連続である。
（証明）
　　V ′∈U B⇒∃ V ∈U：V ′＝ V ∩ B

であり，
　　f -1［ V ］∈ T
であることから
　　f -1［ V ′ ］∩ A＝ f -1［ V ］∩  f -1［ B ］∩ A

　　　　　　　　＝ f -1［ V ］∩ A

　　　　　　　　∈ TA

 (Q. E. D.)

［定義 2.6］　全単射
　　f：( X, T  )→ (Y, U  )
がファジィ位相同形であるとは，fがファジィ
連続であり，かつファジィ開である場合をい
う。また，全単射
　　f：( A, TA )→ ( B, U B )

が相対ファジィ位相同形であるとは，
　　f ［ A ］＝ B

であって，さらに f が相対ファジィ連続であ
り，かつ相対ファジィ開である場合をいう。
　ファジィ位相空間の写像の合成に対し，以下
の命題が成立する。
［命題 2.2］　２つの写像
　　f：( X, T  )→ (Y, U  )
および
　　g：( Y, U  )→ ( Z, V  )
がファジィ連続であるならば，それらの合成
　　g。f：( X, T  )→ (Z, V  )
もまたファジィ連続である。
［命題 2.2′］　２つの写像
　　f：( A, TA )→ ( B, U B )

および
　　g：( B, U B )→ ( C, VC )

が相対ファジィ連続であるならば，それらの合
成
　　g。f：( A, TA )→ ( C, VC )

もまた相対ファジィ連続である。
（証明）
　　W ′∈ VC⇒ g-1［ W ′ ］∩ B ∈U B
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であることから
　　f -1［ g-1［ W ′ ］∩ B ］∩ A ∈ TA

となり，命題 2.1より
　　f ［ A ］⊂ B

であることと，
　　( g。f )-1＝ f -1。g-1

であることより
　　( g。f )-1［ W ′ ］∩ A

　　＝ f -1［ g-1［ W ′ ］∩ B］∩ A

　　∈ TA

となるので，g。fは相対ファジィ連続である。
 (Q. E. D.)

［定義 2.7］　T が集合 X上のファジィ位相で
あるとき，T の部分族 Bが T の開基である
とは，T の各要素が Bの要素の和集合で表さ
れる場合をいう。
［定義 2.7′］　TAが X上のファジィ集合 Aによ
る誘導ファジィ位相であるとき，TAの部分族
B ′が TA の開基であるとは，TA の各要素が
B ′の要素の和集合で表される場合をいう。し
たがって，Bが集合 X上のファジィ位相 T
の開基であるとき，
　　BA＝ { U ∩ A | U ∈ B }
はファジィ集合 Aによる誘導ファジィ位相 TA

の開基である。
［命題 2.3］　２つのファジィ位相空間 ( X, T  )
と ( Y, U  )に対し，写像
　　f：( X, T  )→ ( Y, U  )
が与えられ，Bが U の開基であるとすると
き，fがファジィ連続であるための必要十分条
件は，
　　∀ B ∈ B,   f -1［ B ］∈ T
となることである。
［命題 2.3′］　( A, TA )，( B, U B )をそれぞれ
( X, T  )，( Y, U  )のファジィ部分空間とし，
B ′をU Bの開基とするとき，写像
　　f：( A, TA )→ ( B, U B )

が相対ファジィ連続であるための必要十分条件
は，
　　∀ B′∈ B ′,   f -1［ B′ ］∩ A ∈ TA

となることである。

［定義 2.8］　集合 X上の２つのファジィ位相
T1，T2 が集合族として
　　T1 ⊃ T2

であるとき，T1 は T2 より精である，または，
T2 は T1 より粗であるという。
［定義 2.9］　２つの集合 X, Yに対し，写像　f：
X→ Y　および Y上のファジィ位相 U が与え
られているとする。このとき， f がファジィ連
続であるような X上の最も粗なファジィ位相
T が存在する。これを U の f のもとでの逆
像と呼ぶ。したがって，
　　V ∈U⇔ f -1［V］∈ T
が成立する。
［定義 2.10］　２つの集合 X, Yに対し，写像　
f：X→ Y および X上のファジィ位相 T が与
えられているとする。このとき， f がファジィ
連続であるような Y上の最も精なファジィ位
相 U が存在する。これを T の f のもとでの
像と呼ぶ。
［定義 2.11］　与えられたファジィ位相空間の
族 {( Xj, Tj  )}( j ∈ J )に対し，それらの積Пj ∈ J( Xj, 

Tj )を以下のようなファジィ位相空間 (X, T )
のことであると定義する。すなわち，
　　X＝Пj ∈ J   Xj

は通常の積であり，T は射影
　　pj：X→ Xj ( j ∈ J )

がファジィ連続であるような X上の最も粗な
ファジィ位相であるとする。このとき，T は
X上の積ファジィ位相と呼ばれ，( X, T  )は積
ファジィ位相空間と呼ばれる。
　積ファジィ位相空間について，以下の命題が
成立する。
［命題 2.4］　{( Xj, Tj )}( j ∈ J )をファジィ位相
空間の族とし，( X, T  )をそれらの積ファジィ
位相空間とする。このとき，各 Uj ∈ Tjに対し，
X上の積ファジィ位相 T は，pj

-1［Uj］で表され
るファジィ集合の有限個の共通部分から成る集
合を開基としてもつ。
［命題 2.4′］　{( Xj, Tj )}( j＝ 1, 2, …, n )をファ
ジィ位相空間の有限族とし，( X, T  )をそれら
の積ファジィ位相空間とする。また，Ajを Xj
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上のファジィ集合とし，Aを X上の積ファジ
ィ集合とする。このとき，Aによる誘導ファジ
ィ位相 TAは，П n

j=1U ′jという積ファジィ集合の
集まりを開基としてもつ。ここで，
　　U ′j ∈ (Tj )Aj

　　( j＝ 1, 2, …, n )

とする。
（証明）　T は開基
　　B ＝ { П n

j=1Uj | Uj ∈ Tj ( j＝ 1, 2, …, n )}

をもつことから，TAの開基は
　　BA＝{(П n

j=1Uj )∩ A | Uj ∈ Tj ( j＝ 1, 2, …, n )}

と表される。このとき，
　　(П n

j=1Uj )∩ A＝П n
j=1(Uj ∩ A)

であることから
　　U ′j＝ Uj ∩ A

とすればよいことがわかる。
 (Q. E. D.)

［命題 2.5］　２つのファジィ位相空間の族
　　{( Xj, Tj )}，{(Yj, U j )}　　( j ∈ J )

に対し，それらの積ファジィ位相空間をそれぞ
れ ( X, T  )，( Y, U  )とし，写像
　　fj：( Xj, Tj )→ ( Yj, U j )

より構成される積写像
　　f＝П n

j=1   fj：( X, T  )→ ( Y, U  )
を考える。このとき， f がファジィ連続である
ためには，各 j ∈ Jに対し，fj がファジィ連続
であればよい。
［命題 2.5′］　ファジィ位相空間の有限族
　　{( Xj, Tj )}　　( j＝ 1, 2, …, n )

に対し，それらの積ファジィ位相空間を ( X, T )
とし，Aj ∈ L ( Xj )，A ∈ L ( X )とする。また，
ファジィ位相空間 ( Y, U )に対し，B ∈ L ( Y )

とし，写像
　　f：( B, U B )→ ( A, TA )

を考える。このとき，f が相対ファジィ連続で
あるための必要十分条件は，各 j について pj 。f
が相対ファジィ連続であることである。
（証明）
⇒ )命題 2.1より，pjがファジィ連続であるこ
とから，pjは相対ファジィ連続である。したが
って，合成 pj 。f は相対ファジィ連続である。⇒

)まず，

　　U ′＝ U ′1 ×…× U ′n, U ′j ∈ ( Tj )Aj

　　　　　　　　　　　 ( j＝ 1, …, n )

とする。このとき，命題 2.4′より，このような
U ′の集合は TAの開基をなす。したがって，
　　　 f -1［ U ′ ］∩ B

　　＝ f -1［ p1
-1［ U ′1 ］∩…∩ pn

-1［ U ′n ］］∩ B

　　＝


n
j=1 (( pj 。f )-1［ U ′j ］∩ B)

は U Bにおける開ファジィ集合であり，pj 。f
が相対ファジィ連続であることから，命題 2.3′
より，f は相対ファジィ連続である。
［命題 2.6］　２つのファジィ位相空間の有限族
　　{( Xj, Tj )},{( Yj, U j )} ( j＝ 1, 2, …, n )

に対し，それぞれの積ファジィ位相空間を
　　( X, T  )，( Y, U  )
とし，写像
　　fj：( Xj, Tj )→ ( Yj, U j )

が与えられているとする。このとき，積写像
　　f＝П n

j=1   fj：( X, T  ) →　  ( Y, U  )

　　　　　 　 ∈

(x1, …, xn)　
→ ∈ 　

( f1(x1), …, fn(xn))　
がファジィ開であるためには，各 jに対し，fj
がファジィ開であればよい。
（証明）　まず，U( ∈ T  )を開ファジィ集合と
すると，

　　U＝


m ∈M
П n

j=1Ujm ( m ∈M,   j＝ 1, 2, …, n )

であるような Ujm ∈ Tj が存在する。このとき，
各 y ∈ Yに対し，
　　　f ［ U ］( y)

　　＝


m ∈M

f ［П n
j=1Ujm ］( y)

　　＝


m ∈M

 


z ∈ f -1( y)

П n
j=1Ujm(z)

　　＝


m ∈M



z1 ∈ f -1( y1)

…


zn ∈ f -1( yn)

［ U1m(z1)∧…∧Unm(zn)］

　　＝


m ∈M［


z1 ∈ f -1( y1)
U1m(z1) ∧…∧



zn ∈ f -1( yn)
Unm(zn)］

　　＝


m ∈M

［ f1［ U1m ］( y1) ∧…∧ fn［ Unm ］( yn)］

　　＝


m ∈M

П n
j=1( fj ［ Ujm ］)( y)

　　∴　f ［ U ］＝


m ∈M

П n
j=1( fj［ Ujm ］)
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したがって，fj がファジィ開であることから，
fもまたファジィ開であることが示された。
 (Q. E. D.)

［命題 2.6′］　２つのファジィ位相空間の有限族
　　{( Xj, Tj  )}, {( Yj, U j )} ( j＝ 1, 2, …, n )

に対し，それぞれの積ファジィ位相空間を
　　( X, T  )，( Y, U  )
とし，Aj ∈ L  ( Xj ), Bj ∈ L  ( Yj )に対し，写像
　　fj：( Aj, ( Tj  )Aj )→ ( Bj, (U j )Bj )

が与えられているとする。ここで，
　　A＝П n

j=1Aj ∈ L ( X )

　　B＝П n
j=1Bj ∈ L ( Y )

とするとき，積写像
　　f＝П n

j=1 fj：( A, TA )　→　　 ( B, U B )

　　　　　 　 ∈ 　(x1, …, xn)　 → ∈

( f1(x1), …, fn(xn))　
が相対ファジィ開であるためには，各 jに対し，
fj が相対ファジィ開であればよい。
（証明）　U ′∈ TAに対し，命題 2.4′より

　　U ′＝


m ∈M
П n

j=1U ′jm

であるような開ファジィ集合 U ′jm ∈ (Tj )Aj
が存

在する。このとき，命題 2.6の証明と同様にし
て，

　　f ［ U ′ ］＝


m ∈M
П n

j=1( fj［ U ′jm ］)

となるので，fj が相対ファジィ開であることか
ら，f＝П n

j=1 fjもまた相対ファジィ開であるこ
とがわかる。
 (Q. E. D.)

［命題 2.7］　２つのファジィ位相空間 ( X1, T1 ), 

( X2, T2 )に対し，それらの積ファジィ位相空
間を ( X, T  )とするとき，写像
　　i：( X2, T2 )→ ( X, T  )
　　　 　 ∈x2　　  → ∈ 　(a1,  x2)　  　( ∀ a1 ∈ X1 )

はファジィ連続である。
（証明）　定値写像
　　i1：( X2, T2 )→  ( X1, T1 )

　　　   　 ∈x2　　 →
 　 ∈a1　

はファジィ連続であるので，U1 ∈ T1 ならば
　　i 1

-1［ U1 ］(x2)＝ U1(a1)＝ kc(x2)

 ( ∀ x2 ∈ X2 )　

であることから
　　kc ∈ T2　　(c＝ U1(a1))

といえる。したがって，恒等写像
　　i2：( X2, T2 )→ ( X2, T2 )

　　　　　 ∈x2　　 →   　 ∈x2　
はファジィ連続であるので，命題 2.5より，写
像 iはファジィ連続である。
 (Q. E. D.)

［命題 2.7′］　２つのファジィ位相空間 ( X1, T1 )，
( X2, T2 )に対し，それらの積ファジィ位相空
間を ( X, T  )とし，
　　A1 ∈ L  ( X1 ), A2 ∈ L  ( X2 ), A ∈ L  ( X )

とするとき，
　　A1( a1 )¸ A2(x2)　　( ∀ x2 ∈ X2 )

であるならば，写像
　　i：( A2,(T2 )A2 )→ ( A, TA )

　　　 　 ∈x2　　　　 →

∈

(a1, x2)　
は相対ファジィ連続である。
（証明）
　　

i［ A2 ］(x1, x2)＝
⎧
︸
⎩

 A2(x2) （ x1＝ a1 のとき） 
0 （その他の場合）

であること，および
　　A( x1, x2 )＝ A1(x1) ∧ A2(x2)

　　 　　　 　¸ A2(x2)

であることより，命題 2.7における iのファジ
ィ連続性の証明と同様にして，ここでの iの相
対ファジィ連続性が証明される。
 (Q. E. D.)

Ⅲ　ファジィ群

　本論文でファジィ群と呼ぶものは，従来はフ
ァジィ部分群９）と呼ばれているものであるこ
とに注意する。
［定義 3.1］　Xを群とし，G ∈ L  ( X )とする
とき，Gが Xにおけるファジィ群であるとは，
　ⅰ　G(xy) ¸ G(x) ∧ G( y) ( ∀ x, y ∈ X )

　ⅱ　G(x-1)¸ G(x)　　　　　　 ( ∀ x ∈ X )

を満たす場合であると定義する。
［命題 3.1］　Gが Xにおけるファジィ群である
ための必要十分条件は，
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　　G( xy-1 )¸ G(x) ∧ G( y)　　( ∀ x, y ∈ X )

が成立することである。
［命題 3.2］　X, Yを群とし，準同形 f：X→ Y

を考える。このとき，Gを Yにおけるファジ
ィ群とすると，Gの逆像 f -1［ G ］は Xにおける
ファジィ群になっている。
（証明）　∀ x, y ∈ Xに対し，
　　f -1［G］(xy-1) ＝ G( f (xy-1)) 

＝ G( f (x)( f ( y))-1) 
¸ G( f (x)) ∧ G( f ( y)) 

＝ f -1［ G ］(x) ∧ f -1［ G ］( y)

が成立する。
 (Q. E. D.)

［定義 3.2］　A( ∈ L  ( X ))が上限性をもつと
は，条件

　　∀ T ⊂ X, ∃ t0 ∈ T：A(t0)＝


t ∈ T
A(t)

を満たす場合をいう。
［命題 3.3］　X, Yを群とし，準同形 f：X→ Y

を考える。このとき，Gを上限性をもつ Xに
おけるファジィ群とすると，Gの像 f ［ G ］は Y

におけるファジィ群になっている。
（証明）u, v ∈ Yに対し，f -1(u)あるいは f -1(v)

のどちらかが空であれば，命題 3.1の不等式は
明らかに成立する。したがって，f -1(u)あるい
は f -1(v)のうち，どちらかは空でないと仮定
する。すなわち，

　　∃ r0 ∈ f -1(u)：G(r0)＝


t ∈ f -1(u)

G(t)

　　∃ s0 ∈ f -1(v)：G(s0)＝


t ∈ f -1(v)

G(t)

とすると，

　　f ［G］(uv-1)＝


w ∈ f -1(uv-1)

G(w)

　　　　　　　 ¸ G(r0) ∧ G(s0)

　　　　　　　 ＝ f ［ G ］(u) ∧ f ［ G ］(v)

である。
 (Q. E. D.)

［定義 3.3］　X, Yを群とし，準同形 f：X→ Y

を考える。ここで，Gを Xにおけるファジィ
群とすると，Gが f -不変であるとは，

　　f (x1)＝ f (x2)⇒ G(x1)＝ G(x2)

 ( ∀ x1,  x2 ∈ X )

を満たす場合をいう。
［命題 3.4］　Gを群 Xにおけるファジィ群とす
るとき，
　　G(x-1)＝ G(x), G(e)¸ G(x)　　( ∀ x ∈ X )

が成立する。ここで，eは Xの単位元とする。
また，
　　Ge＝ { x | G(x)＝ G(e)}

は Xの部分群である。
［定義 3.4］　群 Xに対し，x, a ∈ Xとするとき，
２つの写像
　　ρa：x → xa， 　λa：x → ax

をそれぞれ，X自身への右移動，左移動と呼
ぶ。
［命題 3.5］　Gを群 Xにおけるファジィ群とす
るとき，
　　∀ a ∈ Ge, ρa［ G ］＝λa［ G ］＝ G

が成立する。
（証明）　命題 3.4より，
　　G(a-1)＝ G(a)＝ G(e)

であることから，∀ x ∈ Xに対し，
　　ρa［ G ］(x)＝ G(xa)¸G(x) ∧ G(e)＝ G(x)

また，
　　G(x) ＝G(xaa-1)¸G(xa) ∧ G(e)＝ G(xa) 

＝ρa［ G ］(x)

　　∴　ρa［ G ］＝ G

λaの場合も同様に示される。
 (Q. E. D.)

Ⅳ　ファジィ位相群

　Gを群 Xにおけるファジィ群とし，２つの
写像
　　α：X   ×   X→ X， 　β：X  →  X

　　　 　

∈

(x, y)
　

 →

∈

xy
　
　　 　

∈

x
　
→  ∈

x-1
　

に対し，α［ G × G ］およびβ［ G ］は Gのファ
ジィ部分集合になる。実際，

　　α［ G × G ］＝


(z1, z2) ∈α-1(x)

( G × G )(z1, z2)
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　　　　　　　＝


(z1, z2) ∈α-1(x)

{ G(z1) ∧ G(z2)}

　　　　　　　 ·


(z1, z2) ∈α-1(x)

G(z1z2)

　　　　　　　＝ G(x)

　　　　　　　　　　　　　　　( ∀ x ∈ X)

　　∴　α［ G × G ］⊂ G

また，命題 3.4より
　　G(x)＝ G(x-1)　　( ∀ x ∈ X )

　　∴　β［ G ］⊂ G

となるからである。
　Xにファジィ位相 T が与えられれば，Gに
よる誘導ファジィ位相 TGを考えることができ
るので，( G, TG )は ( X, T  )のファジィ部分
空間となり，( G, TG ) × ( G, TG )は積ファジ
ィ位相空間 ( X, T  ) × ( X, T  )のファジィ部分
空間となる。
　群 Xにおけるファジィ位相群は，次のよう
に定義される。11）

［定義 4.1］　群 Xに対し，T を X上のファジ
ィ位相とし，Gを Xにおけるファジィ群，TG

を Gによる誘導ファジィ位相とする。このと
き，Gが Xにおけるファジィ位相群であると
は，次の２つの条件を満たす場合をいう。
　ⅰ　α：( G, TG ) × ( G, TG )→ ( G, TG )

　　　　　　 　　

∈

(x, y)
　
　　 　 →　

∈

xy
　

が相対ファジィ連続である。
　ⅱ　β：( G, TG )→ ( G, TG )

　　　　　 　

∈

x
　
　 →　　

 ∈

x-1
　

が相対ファジィ連続である。
［命題 4.1］　群 Xに対し，T を X上のファジ
ィ位相とするとき，Xにおけるファジィ群 Gが
ファジィ位相群となるための必要十分条件は，
　　γ：( G, TG ) × ( G, TG )→ ( G, TG )

　　　　　　　

∈

(x, y)
　
　　 　 →　

 ∈

xy-1
　

が相対ファジィ連続であることである。
（証明）
⇒）命題 2.5′より，写像
　　( G, TG ) × ( G, TG )→ ( G, TG ) × ( G, TG )

　　　　　

∈

(x, y)
　
　　　 →　　　

 ∈

(x, y-1)
　

は相対ファジィ連続である。したがって，合成

　　(x, y) → (x, y-1) → xy-1

は相対ファジィ連続である。

⇒

）命題 3.4より，
　　G(e)¸G(x)　　( ∀ x ∈ X )

である。したがって，命題 2.7′より，自然な単
射
　　i：( G, TG )→ ( G, TG ) × ( G, TG )

　　 　　

∈

y
　
　   →　　　

∈

(e, y)
　

は相対ファジィ連続である。ゆえに，合成
　　β： y → (e, y) → ey-1

は相対ファジィ連続である。また，写像
　　α：( G, TG ) × ( G, TG )→ ( G, TG )

　　　　　　　

∈

(x, y)
　
　　 　 →　　

∈

xy
　

も相対ファジィ連続である。なぜなら，これは
相対ファジィ連続な写像の合成
　　(x, y) → (x, y-1) → x(y-1)-1

と見なせるからである。
 (Q. E. D.)

　Gが群 Xにおけるファジィ位相 T をもつフ
ァジィ位相群であるとき，一般に，写像
　　ρa：x → xa， 　λa：x → ax　(a ∈ X )

は相対ファジィ連続ではない。
　しかしながら，次の特殊な場合がある。
［命題 4.2］　Gが群 Xにおけるファジィ位相 T
をもつファジィ位相群であるとき，
　　a ∈ Ge＝ { x | G(x)＝ G(e)}

に対し，写像ρa, λaは (G, TG)から (G, TG)自
身への相対ファジィ位相同形である。
（証明）　命題 3.5より
　　ρa［ G ］＝ G, λa［ G ］＝ G　　( ∀ a ∈ Ge )

である。写像λaは，単射 i：y → (a, y)と写像
α：(x, y) → xyの合成であり，
　　λa：y → (a, y) → ay

と見なすことができる。このとき，
　　G(a)¸G(y)　　( ∀ y ∈ Y )

であることから，命題 2.7′より
　　i：( G, TG )→ ( G, TG ) × ( G, TG )

　　　 　

∈

y
　
　  →　　　　

∈ 　

(a, y)
　

は相対ファジィ連続である。αは相対ファジィ
連続であるから，λaも相対ファジィ連続であ
り，
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　　λa
-1＝λa-1

が成立するので，λa
-1もまた相対ファジィ連続

である。ρaとρa
-1の相対ファジィ連続性も同

様に示される。
 (Q. E. D.)

Ⅴ　ファジィ位相群における準同形

　X, Yを群とし，準同形 f：X→ Yを考える。
Yはファジィ位相 U をもち，Gは Yにおける
ファジィ位相群であるとする。このとき，写像
f は Xにおけるファジィ位相 T ，すなわち，
U の逆像を引き起こす。また，命題 3.2によ
り，Xにおけるファジィ位相群である Gの逆
像 f -1［ G ］をも引き起こすのである。
　次の命題は，f -1［ G ］による誘導ファジィ位
相の構造とファジィ群の構造とが両立すること
を示している。
［命題 5.1］　２つの群 X，Yに対し，準同形 f：
X→ Yを考える。Y上のファジィ位相 U に対
し，Xは U の逆像になっているファジィ位相
T をもち，Gは Yにおけるファジィ位相群と
する。このとき，Gの逆像 f -1［ G ］は Xにおけ
るファジィ位相群である。
（証明）　写像
　　γX：( f -1［ G ］, Tf -1［ G ］)×( f -1［ G ］, Tf -1［ G ］)

　　　　→ ( f -1［ G ］, Tf -1［ G ］)

　　　 ：(x1, x2) → x1x2
-1

が相対ファジィ連続であることを示そう。ま
ず，U ′∈ T f -1［G］とすると，
　　f：( X, T )→ (Y, U  )
はファジィ連続であるから，命題 2.1より
　　f：( f -1［ G ］, Tf -1［ G ］)→ ( G, UG )

は相対ファジィ連続である。したがって，
　　∃ V ′∈UG：f -1［ V ′ ］＝ U ′
といえる。ここで，
　　γX

-1［ U ′ ］(x1, x2) ＝ U ′(x1x2
-1) 

＝ f -1［ V ′ ］(x1x2
-1) 

＝ V ′( f(x1)( f (x2))
-1)

　　　　　　　　　　( ∀ (x1, x2) ∈ X × X )

であり，仮定により，写像

　　γY：( G, UG ) × ( G, UG )→ ( G, UG )

　　　　　　 　

∈

( y1, y2)　
　　　 →　

 ∈ 　

y1 y2
-1

　
は相対ファジィ連続であるから，命題 2.5′によ
り，積写像
　　f × f：( f -1［ G ］, Tf -1［ G ］) × ( f -1［ G ］, Tf -1［ G ］)

　　　　 → ( G, UG ) × ( G, UG )

もまた相対ファジィ連続である。ここで，
　　V ′( f (x1)( f (x2))

-1) ＝γY
-1［ V ′ ］( f (x1), f (x2)) 

＝( f × f )-1［γY
-1［ V′ ］］(x1, x2) 

 ( ∀ (x1, x2) ∈ X × X)

であることから
　　　γX

-1［ U ′ ］∩ ( f -1［ G ］× f -1［ G ］)
　　＝ ( f × f  )-1［γY

-1［ V ′ ］］( f -1［ G ］× f -1［ G ］)
　　∈ Tf -1［ G ］×f -1［ G ］

である。
 (Q. E. D.)

　次の命題は，準同形の像についても同様の命
題が成立することを示している。
［命題 5.2］　２つの群 X，Yに対し，準同形 f：
X→ Yを考える。X上のファジィ位相 T に対
し，Yは T の像になっているファジィ位相
U をもち，Gは Xにおけるファジィ位相群と
する。このとき，Gが f -不変であれば，Gの
像 f ［ G ］は Yにおけるファジィ位相群である。
（証明）　命題 3.3より，f ［ G ］はファジィ群で
ある。したがって，写像
　　γY：( f ［ G ］, U f ［ G ］) × ( f ［ G ］, U f ［ G ］)

　　　　→ ( f ［ G ］, U f ［ G ］)

　　　：( y1, y2 ) → y1, y2
-1

が相対ファジィ連続であることを示そう。ここ
で，
　　U ∈ T ⇒ f ［ U ］∈U
であるから，fはファジィ開であり，
　　f -1［ f ［ U ］］∈ T
といえる。このとき，
　　U ′∈ TG⇒∃ U ∈ T：U ′＝ U ∩ G

であり，また，Gの f -不変性より
　　f ［ U ′ ］＝ f ［ U ］∩ f ［ G ］∈U f ［ G ］

であることから，f は相対ファジィ開であるこ
とがわかる。さらに，命題 2.6′より，積写像
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　　f × f：( G, TG ) × ( G, TG )

　　　　 → ( f ［ G ］, U f ［ G ］)×( f ［ G ］, U f ［ G ］)

もまた相対ファジィ開であることがわかる。
ここで，
　　V ′∈U f ［ G ］

とすると，Gの f -不変性より
　　　( f × f )-1［γY

-1［ V ′ ］∩ ( f ［ G ］× f ［ G ］)］
　　＝( f × f )-1［γY

-1［ V ′ ］］∩ ( G × G )

　　∈ TG × G

であり，f × fは相対ファジィ開であるから，
　　　(  f× f )(  f× f )-1［γY

-1［V′］∩( f ［ G ］× f ［ G ］)］
　　＝γY

-1［ V ′ ］∩ ( f ［ G ］× f ［ G ］)
　　∈U f ［ G ］× f ［ G ］

である。
 (Q. E. D.)

Ⅵ　 商ファジィ位相群と積ファジィ 
位相群

　Xをファジィ位相 T をもつ群とし，Gを X

におけるファジィ位相群とする。また，Nを X

の正規部分群とし，写像
　　φ：X→ X/N

を自然な全射の準同形とする。このとき，商フ
ァジィ群は次のように定義される。
［定義 6.1］　上の条件のもとで，Gが N上で定
値ファジィ集合であれば，Gは φ-不変であり，
φ［ G ］は商群 X/Nにおけるファジィ群である。
これを商ファジィ群と呼び，G/Nと表す。
　命題 5.2より，明らかに次の命題が成立する。
［命題 6.1］　上の条件のもとで，商群 X/Nは T
の像であるファジィ位相を与えているものとす
る。このとき，Gが N上で定値ファジィ集合
であるならば，商ファジィ群 G/Nは X/Nにお
けるファジィ位相群である。
　上で述べた商群 X/N上のファジィ位相のこ
とを商ファジィ位相と呼び，G/Nのことを商
ファジィ位相群と呼ぶことにする。
［命題 6.2］　２つの群 X, Yに対し，Xから Yの
上への準同形 f：X→ Yを考える。T, U を
それぞれ X, Y上のファジィ位相とし， f はフ

ァジィ連続かつファジィ開であるとする。ま
た，Gを Xにおけるファジィ位相群とし，G

は f の核 f -1(e)で定値であるとする。さらに，
商群 X/f -1(e)は商ファジィ位相をもつとする。
このとき，以下のことがらが成立する。
　ⅰ　ファジィ群 G/f -1(e)および f ［ G ］は，
それぞれ X/f -1(e)および Yにおけるファジィ
位相群である。
　ⅱ　自然な同形
　　f-：X/f -1(e)→ Y

は相対ファジィ位相同形
　　f-：G/f -1(e)→ f ［ G ］
になっている。
（証明）
　ⅰ　G/f -1(e)が X/f -1(e)におけるファジィ
位相群であることは，命題 6.1より明らかであ
る。また， f がファジィ連続かつファジィ開で
あることから，
　　f (T  )＝U
である。なぜなら，V( ∈ L  (Y ))に対し，
　　f -1［ V ］∈ T⇒ f ［ f -1［ V ］］＝ V ∈U
であり，逆に
　　V ∈U ⇒ f -1［ V ］∈ T
であるからである。したがって，命題 5.2より，
f ［ G ］は Yにおけるファジィ位相群である。
　ⅱ　まず，
　　V ′∈U f ［ G ］，φ：X → X/f -1(e)

とすると，
　　f -1［ V ′ ］＝ φ-1［ f--1［ V ′ ］］∈ TG

である。なぜなら，fが相対ファジィ連続であ
り，
　　f--1［ V ′ ］∈ TG/f -1(e)

であって，かつ φが相対ファジィ開であるか
らである。逆に，
　　U ′∈ TG/f -1(e)

とすると，
　　φ-1［ U ′ ］＝ f -1［ f-［ U ′ ］］∈ TG

であり，f が相対ファジィ開であることから
　　f- ［ U ′ ］∈U f ［ G ］

といえるからである。
 (Q. E. D.)
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　さて，{Xj }( j＝ 1, 2, …, n )を群の有限族と
し，その直積 X＝П n

j=1 Xjを考える。また，Xj

はファジィ位相 Tj をもち，Gjは Xjにおける
ファジィ位相群とする。このとき，X上の積フ
ァジィ集合 G＝П n

j=1 Gjは
　　G(x)＝ G1(x1) ∧…∧ Gn(xn)

　　　　　　　　　　　　 x＝ (x1, …, xn)

で与えられる。したがって，∀ x, y ∈ Xに対し，
　　　 G(xy-1)

　　＝ G(x1 y1
-1, …, xn yn

-1)

　　＝ G1(x1 y1
-1) ∧…∧ Gn(xn yn

-1)

　　 ¸ { G1(x1)∧G1( y1)}∧…∧{ Gn(xn)∧Gn( yn)}

　　＝ { G1(x1)∧…∧Gn(xn)}∧{ G1( y1)∧…∧Gn( yn)}

　　＝ G(x) ∧ G( y)

が成立する。したがって，Gをファジィ群
Gj( j＝ 1, 2, …, n )の積と呼ぶ。
　直積 X＝П n

j=1 Xjには積ファジィ位相が与え
られる。次の命題は，Gによる誘導ファジィ位
相と積ファジィ群の構造とが両立することを示
している。
［命題 6.3］　{Xj }( j＝ 1, 2, …, n )を群の有限族
とし，Tj を Xj上のファジィ位相，Gjを Xjに
おけるファジィ位相群とする。また，直積 X

＝П n
j=1 Xjは積ファジィ位相 T をもつとする。

このとき，積ファジィ群 G＝П n
j=1Gjは Xにお

けるファジィ位相群である。
（証明）　写像
　　γ：( G, TG ) × ( G, TG )→ ( G, TG )

　　　　　　 　

∈

(x, y)
　
　　 　 →  　

 ∈

xy-1
　

は
　　γ1：(x, y)＝ ((x1, …, xn),  ( y1, …, yn))

　　　　　　　　 → ((x1, y1), …, (xn, …, yn))

と
　　γ2：((x1, y1), …, (xn, yn)) → (x1, y1

-1, …, xn yn
-1)

との合成と見なせる。このとき，命題 2.5と命
題 2.1により，γ1は相対ファジィ連続である。
また，命題 2.5′により，γ2は相対ファジィ連
続である。したがって，γは相対ファジィ連続
である。
 (Q. E. D.)

　上述のG＝П n
j=1Gjを積ファジィ位相群と呼ぶ。

命題 6.1と命題 6.3により，次の命題を得る。
［命題 6.4］　{Xj }( j＝ 1, 2, …, n )を群の有限族
とし，Tj を Xj上のファジィ位相，Njを Xjの
正規部分群，Gjを Njで定値であるような Xjに
おけるファジィ位相群とする。ここで，商群
X/Nについては，N＝П n

j=1Nj であり，Xj/Nj 

( j＝ 1, 2, …, n )はそれぞれの商ファジィ位相
をもち，直積 X＝П n

j=1 XjとП n
j=1( Xj/Nj )はそ

れぞれの積ファジィ位相をもつとする。また，
G＝П n

j=1Gjは Xにおける積ファジィ位相群と
する。このとき，自然な同形
　　ι：X/N→П n

j=1( Xj/Nj )

は商ファジィ位相群 G/Nから商ファジィ位相
群П n

j=1( Gj/Nj )の上への相対ファジィ位相同形
である。
（証明）
　　 φ：X → X/N

　　　 

∈

x
　

 →

∈

［x］
　

を自然な準同形とし，各 j＝ 1, 2, …, nに対し，
　　 φj：Xj → Xj/Nj

　　　  

∈

xj　  → ∈
［xj］　

もまた自然な準同形とする。ここで，
　　П n

j=1φj：X→П n
j=1( Xj/Nj )

を全射である積写像とする。したがって，
　　ι。φ＝П n

j=1φj

である。また，各［ x ］∈ X/Nに対し，
　　　( G/N )(［ x ］)
　　＝ G( x )

　　＝ (П n
j=1Gj )(x1, …, xn)

　　＝ G1( x1 ) ∧…∧ Gn(xn)

　　＝ ( G1/N1 )(［x1］) ∧…∧ ( Gn/Nn )(［xn］)
　　＝ (П n

j=1( Gj/Nj ))(ι(［x］))
が成立する。したがって，命題 6.1と命題 6.3

により，G/NおよびП n
j=1( Gj/Nj )はファジィ

位相群である。このとき，V′をП n
j=1(Gj/Nj) に

よる誘導ファジィ位相での開ファジィ集合とす
ると，
　　φ-1。ι-1［ V ′ ］＝(П n

j=1φj)
-1［ V ′ ］

は Gによる誘導ファジィ位相での開ファジィ
集合となる。なぜなら，命題 2.5と命題 2.1に
よって，П n

j=1φjは相対ファジィ連続となるから
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である。したがって，φが相対ファジィ開であ
ることから，ι-1［ V ′ ］は G/Nによる誘導ファ
ジィ位相での開ファジィ集合であることがわか
る。ゆえに，ιは相対ファジィ連続である。
　逆に，U′を G/Nによる誘導ファジィ位相で
の開ファジィ集合とすると，φ-1［ U ′ ］は Gによ
る誘導ファジィ位相での開ファジィ集合とな
り，
　　(П n

j=1φj)(φ-1［ U ′ ］)＝ι［ U ′ ］
はП n

j=1( Gj/Nj )による誘導ファジィ位相での開
ファジィ集合となる。なぜなら，П n

j=1φjは相対
ファジィ開写像の積であり，命題 2.6′により相
対ファジィ開となるからである。ゆえに，ιは
相対ファジィ開である。
 (Q. E. D.)

Ⅶ　むすび

　Lが完備分配束であるような L -ファジィ集
合の一般論に基づいて，ファジィ位相群の諸性
質を明らかにした。
　ファジィ位相群におけるコンパクト性や連結
性，あるいは射影的極限などについて論じるの
は，今後の課題であろう。
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